Exercices supplémentaires : Suites

Partie A : Calculs de termes et représentation graphique

Exercice 1

On consideére la suite (u,,) définie par u,, = n? — 4n — 3 pour toutn € N.
Calculer ug, uq,u, et us

Exercice 2
On considére la suite (u,,) définie par u, 41 = 2u, + n — 4 pour toutn € Netu, = —-2.
Calculer uq,u,, uz et uy.

Exercice 3

On considere la suite (v,,) définie par vy = 8, v; = 4 et, pour toutn € N,
_ Un+2 —Vn

Calculer vy, v3, v, et vs.

Exercice 4
Représenter graphiquement les points d’affixe u,, pour n entre 0 et 7 dans chacun des cas suivants :
a) u,=2n-1

b) u,=n?>-4n-5
o u,=(CD"
Exercice 5

On considere la suite (u,,) définie par u, = 0 et, pour toutn € N,
Uper = +/3U, +4
1) Donner I'expression de la fonction f telle que u,, 11 = f(uy,).
2) Représenter graphiquement la courbe de la fonction f sur I'intervalle [—1; 5] (unité graphique 3 cm)
3) Représenter graphiquement les cing premiers termes de la suite (uy,).
4) Quelle conjecture peut-on émettre sur les variations de (u,) ?

Exercice 6
On consideére la suite (u,,) définie par uy = %et pour toutn € N,
_1+u,
Uny1 = w,

1) Donner I'expression de la fonction f telle que u, 11 = f(uy,).

2) Représenter graphiquement la courbe de la fonction f sur I'intervalle ]0; 4] (unité graphique 3 cm)
3) Représenter graphiquement les cing premiers termes de la suite (u,).

4) Quelle conjecture peut-on émettre sur les variations de (u,) ?

Exercice 7

On consideére la suite (u,,) définie par u,, = —3n + 4 pour toutn € N.
1) Exprimer u,,; en fonction de n.
2) Exprimer u,,, en fonction de u,,.

Exercice 8
On considére deux suites (u,) et (v,,) définies par u,, = —n? + 2n et v, = U, — U, pour toutn € N.
1) Exprimer u,,; en fonction de n.
2) En déduire I'expression de v, en fonction de n.
3) Exprimer v, en fonction de n.
4) En déduire que v,41 — v, = —2 pour toutn € N.

Partie B : Variations d’une suite

Exercice 1

Etudier le sens de variations de la suite (u,,) définie par
1) u, =n? pourn€N




2) up,=3n—5pourneN
3) un=1+%pournEN*
4) un=—ﬁ pourn € N
5) un=#pournEN

6) u, =57pourn € N*

7) u,=2n?>—1 pourn€eN
8) u, =z—npourn € N*

Exercice 2

2

. s . s n°+1
On considere la suite (u,,) définie paru, = —nz Pourn € N*.

1)
2)

Etudier le sens de variations de (u,,).
Montrer que pour toutn = 1,onau, < 1.

Exercice 3

. i 2n-1
On considere (u,,) définie par u,, = # pour toutn € N.

1)
2)
3)
4)

Etudier le sens de variations de (u,,).

Représenter graphiquement les quatre premiers termes de la suite.

Montrer que pour toutn € N,ona—-1<u, < 2.

A partir de quel entier n tous les termes de la suite sont-ils compris entre 1,5 et 2 ? Justifier.

Exercice 4

= . I 2" .
On considere la suite (u,,) définie paru, = —Zpourn € N*.

1) Calculer uq,uy, us, uy et us.
2) Lasuite est-elle monotone ?
3) Résoudre I'inéquation n®> — 2n — 1 > 0 dans N.
4) Quel est le sens de variations de (u,,) a partir du rang 3 ?
5) Déterminer un entier n, tel que u, = 1059,
6) Justifier que pour tout n = ng, onau, = 105
Exercice 5

On lance un dé cubique bien équilibré. On répéte n fois cette expérience de facon identique et indépendante.

- _— , . . . 5\
1) Justifier que la probabilité p,, d’obtenir au moins une fois6 estp, =1 — (E) .
2) Déterminer le sens de variations de (p,,). Interpréter dans la situation donnée.
3) Déterminer un nombre n, de lancers pour lequel la probabilité d’obtenir au moins un 6 est supérieure a 0,5.
4) Pourquoi est-on sr que pourn = ny,onap, = 0,57
5) Combien de lancers doit-on effectuer pour que la probabilité d’obtenir au moins un 6 soit supérieure a
0670870970,9570,997?
Exercice 6

- . e 1
On considere les suites (u,) et (v,,) définies par u,, = —etv, = 0,9™ pourn > 1.

1)
2)
3)

4)
5)

Déterminer le sens de variations de ces deux suites .
A I'aide d’une représentation graphique, conjecturer leurs limites et les comparer.
Déterminer un entier n, tel que v, < u,,.

. . : 0,9
Justifier que si pour un entier ¢ = 34, ona v; < ug alors vy, < < <Ugy1-
Comparer alors vy et U9 PUIS V1900 €t U1000-

Partie C : Suite arithmétique

Exercice 1
On consideére la suite arithmétique (u,,) de premier terme u, = 4 et de raisonr = 3.
Calculer uq, uy, uqg et ugg-



Exercice 2
On considére la suite arithmétique (u,,) de premier terme u, = 763 et de raisonr = —2.
Calculer uqg et uy9q3-

Exercice 3
On considére une suite arithmétique (u,,) telle que uz; = 7 et u, = 19.
Calculer ug et la raison r.

Exercice 4

Dans chacun des cas suivants, déterminer si (u,,) est arithmétique ou non.
1) upo=8etu,,q =—u,+2pourneN
2) upy=—-7etuyy; =u,—5 pourn €N

3) un=%n—3pourn€N
4) u,=n?+7npourn €N

Exercice 5
On considere la suite arithmétique (u,,) de premier termeu, = 3 et de raison 2.
Calculer ug + uq + -+ + uy,.

Exercice 6
On considere la suite arithmétique (u,,) de premier terme u, = 653 et de raison -5
Calculer ug +uq + == + ugy4.

Exercice 7
On consideére la suite arithmétique (u,,) de premier terme u; = 2 et de raison T

1) Exprimer u, en fonction de n.
2) Combien vaut uyg ?
3) Existe-t-il un entier n tel que u,, = 7727?

Exercice 8
Sans utiliser la calculatrice, comparer
A=2012(1+2+--4+2013) et B=2013(1+2+--+2012)

Exercice 9
On consideére la suite arithmétique (u,,) de raison négative.
On sait que la somme des trois premiers termes vaut 81 et que leur produit vaut 18360.
1) On note r la raison de cette suite. Exprimer u, et u, en fonction de u, etr.
2) Montrer qu’on a le systeme suivant :
3u; =81
{uf —r2u,; = 18360
3) Endéduire lavaleur de r et de u;.
4) Calculer uyg.

Exercice 10

On considére une suite arithmétique (u,,) de raison positive. On sait que la somme des trois premiers termes vaut
60 et que la somme de leur carré vaut 1218.

Déterminer la raison et le premier terme de cette suite.

Exercice 11
On souhaite répartir 10kg de blé entre 10 hommes en parts inégales de telle sorte que la différence entre un homme
et son voisin se monte a 1/8 de kg de blé.
On notera uy, Uy, ..., Uy la part recu respectivement par le 1°” homme, le 2°™ homme, ..., le 10°™ homme.
1) Quelle est la nature de la suite (u,) ?
2) Déterminer la raison de cette suite.
3) En déduire la valeur des termes uy, Uy, ..., U1g-



Exercice 12
On consideére la suite (u,,) définie par uy = 1 et pour toutn € N,
2uy,
Ynt1 =5 30,
1) Calculer uq etu,.
2) Lasuite (u,) est-elle arithmétique ? Justifier.

s . 1
3) On suppose que pour tout n, u, # 0 et on définit une suite (v,,) telle que v,, = ~—Ppourtoutn € N.
n

Montrer que (v,,) est arithmétique et donner les éléments caractéristiques.
4) Déterminer I'expression de v, en fonction de n et en déduire I'expression de u,, en fonction de n.
5) Etudier les variations de la suite (u,).
6) Montrer que pourtoutn €N, 0 <u, <1.

Exercice 13

On considére la suite (u,) définie par ug = —1 et u,; = /u2 + 3 pour toutn € N.
1) Montrer que la suite (v,,) définie pour n € N par v,, = u2 est arithmétique.
2) Déterminer I'expression de v,, en fonction de n et en déduire I'expression de u,, en fonction de n.
3) Déterminer la plus petite valeur de n telle que u,, = 50.



Correction Exercices supplémentaires : Suites

Partie A : Calculs de termes et représentation graphique
Exercice 1

Uy =02—-4x0-3=[-3] uy=12-4-3=[-6] u,=22-4x2-3=[=7] uz3=32-4x3-3=[=6]

Exercice 2
Uy =2uyg+0—4=2x(-2)—4=[-8] U, =2u; +1-4=2x(-8)-3=[=19
U3 =2Up +2—4=2%X(-19) —2=[=40] wu,=2u;+3—4=2x(—40)—1=[-81]

Exercice 3
Pour toutn € N :

Un+2 = Un
Un+1 = 2 S 2Un41 = Untz = Vn © Unyp = 2Up41 0y

Doncv2=2v1+v0=2><4+8=
vy =20, +v; =2 x 16 + 4 =[36]
vy = 2v3 + v, = 2 X 36 + 16 = [88]
vs = 2v, + V3 = 2 x 88 + 36 = [212]

Exercice 4
a) u,=2n-1
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Exercice 5

1) f:ix = +3x + 4 définie sur]—g; +00[
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3) Voir ci-dessus
4) D’aprés le graphique, il semble que la suite (u,,) soit croissante.

Exercice 6 \

1) f:x l—>1xidéfinie sur R*.Onadonc f(x) = §+ 1.

w

2)
3) Voir ci-contre

4) Il semble que la suite (u,) ne soit pas monotone :
uq > Uy et U, < Uq...

Exercice 7

N

1) Pourtoutn € N

Upyr = -3+ 1) +4=[-3n+1]

2) Pourtoutn EN:

4 —u,

Uu,=-3n+4o3n=4-u,on= 3

1
Et donc yd

_un ,l

Upp1 =—3n+1=-3X 3 +1=—{@l-uy)+1 7
zun—3 ,,/

/0 X 1




Exercice 8
1) Pourtoutn €N
Upsr = —(M+ 1?2 +2(n+1) = —n?—2n—1+2n+2 =[-n?2 +1]
2) Pourtoutn €N
Vp =Upyq —Up=-—n?+1—(—n?+2n)=-n?+1+n?-2n=[-2n+1
3) Pourtoutn €N
Vpsr = —2(n+1) +1=[=2n—1]
4) Pourtoutn €N
Vpp1—Vp=-2n—1—(-2n+1)=-2n—-1+2n—-1=|=-2]

Partie B : Variations d’une suite
Exercice 1
1) Pourn€eN
Uppr —Up =M+ 1)2—n? =n?2+2n+1—-n2=2n+1 > 0carn est un entier positif
Donc (u,,) est croissante.
2) Pourtoutn € N, u, = f(n) avec f:x = 3x — 5 qui est une fonction affine aveca = 3 > 0 donc f est
strictement croissante sur [0; +oo[ et donc (u,,) est croissante.
3) Pourtoutn € N*

1 1 1 n n+1 1
u"+1_un_1+n_+1_(1+£)_1+n_+1_1_z_n(n+1)_n(n+1)__n(n+1)<O
Donc (u,,) est décroissante.

4) Pourtoutn €N
2 2 2 2 —2n+4)+2(n+5) 2
Up+1 — Up = — _<_ ):- + = = >0
n+1+4 n+4 n+5 n+4 n+4)(n+5) n+4)(n+5)
Donc (u,,) est croissante.
5) Pourtoutn €N
n+1 n mM+1)2-nn+2) n?+2n+1-n?-2n 1
bt T S S T T e D+ D+ miDmEz)

Donc (u,,) est croissante.
6) Pourtoutn € N*
gntl 5 gl xn—5"(n+1) 5%Gn-n—-1) 5"@4n-—1)
Unt1 T = T T T nn+1) - a(n+1) n(n+1)
Donc (u,,) est croissante.
7) Pourtoutn €N
Upp1 — U, =2(n+1)2—1-(2n?-1)=2n’+4n+2—-1-2n>+1=4n+2>0
Donc (uy) est croissante.
8) Pourtoutn € N*
3n+l 3" 3Mlxn-3"x(Mn+1) 3"Bn—-n-1) 3"2n-1)
1 T T o+ D) 2n 2n(n + 1) ~ T 2n(n+ 1D 2n(n+ 1)
Donc (uy) est croissante.

>0

>0

Exercice 2
1) Pourtoutn €N
Cm+ 1?41 n?P+1 (P 42n+2)xn? - +1)(n?+2n+1)

nt1 T =0T D2 T o2 2n2(n + 1)2
_n4+2n3+2n2—n4—2n3—n2—n2—2n—1_ -2n—1 <0
- 2n?(n + 1)? ~2n2(n+ 1)2

Donc (uy) est décroissante.
2) Pourtoutn >1
n2+1 2n? 1-n2 (A-n)(1+n)
T 2n? 2n2  2n2 2n?
Or 1 —n est négatifcarn > 1.
1 + n et 2n? sont positifs donc u,, — 1 est négatif et doncu,, < 1 pour toutn > 1.

u, —



Exercice 3
1) Pourtoutn € N,onau, = f(n)avec f:x » % définie sur [0; +oo].
f est de la forme % avec u: x — 2x — 1 dérivable sur [0; +oo[ et v: x — x + 1 dérivable et non nul sur [0; +oo[ donc

f est dérivable sur [0; +oo[ et
2(x+1)—-(2x-1) _ 3

’ _ . . . .
f'x) = D)7 = Gri? > 0 donc f est strictement croissante sur [0; +oo[ et donc (u,,) est croissante.
2)
2
U/ ittt st ) st ot s st o] ittt r----p---
U [====r===-F=-=-f-=---re--oreo—copo—corpo--- m=-=--X
& ¥
ul .......... ----*
0, 1 2 3 4 X
3) ug = —1etcomme (u,) est croissante, on a u,, = u, pour toutn € N et doncu,, > —1.
Par ailleurs :
2n—1 2(n+1) 2n—-1-2n-2 3
un — — —_ = = — < 0
n+1 n+1 n+1 n+1

Doncu, < 2 pour toutn € N.
4) D’apres la question précédente, on a toujours u,, < 2. On cherche donc n tel que u,, = 1,5.

u, 215« 121,5<:)Zn—121,5(n+1) carn+1>0

< 05n=>25en=>5
A partir du rang 5, les termes u,, sont compris entre 1,5 et 2.

Exercice 4
21 22 283 24 25 32

1) u1=1—2= u2=2—2= u3=3—2= u4=4—2= u5=5—2=

2) (uy,) n’est pas monotone car u, > uz et uz < uy.

3) n2-2n—-1>0: A=(-2)2-4x(—1) = 8doncilyadeux racinesn, = 2+§ﬁ= 1+V2=24et
n,=1- V2 ~ —0,4. Le signe de n? — 2n — 1 est du signe de a = 1 sauf entre les racines donc entre 0 et 2.
A partir de 3, n? — 2n — 1 est donc positif. Les solutions sont donc les entiers supérieurs ou égaux a 3.

4) Pourn =3

2ntt 20 2™MIxn? —2"x (n?+2n+1) 2"(2n*-n?-2n-1) 2"(n*-2n-1)
u -_u, = — = = =

T T (4 1)2 n? n2(n + 1)2 n2(n + 1)2 n2(n+ 1)2

D’aprés la question précédente, n? — 2n — 1 est positif. De plus 2" et le dénominateur sont aussi clairement positif

donc (u,) est bien croissante a partir du rang 3.
181

. 2
5) Uy, = 10°° : Ala calculatrice : U1y = SE N 93X 10° et u; g, ~ 1,8 X 1050

Donc on peut choisirng = 182.
6) Comme (u,) est croissante a partir du rang 3, onau, = Uy, pourn = ng etdoncpourn = 182,ona

u, = 10°°,



Exercice 5
1) On lance n fois le dé de facon indépendante et a chaque lancer, la probabilité d’avoir un 6 est - Le nombre

. . . . 1
X de 6 suit donc une loi binomiale de parametres n et -

n

pn=p(X=1)=1-p(X=0)= 1—(%)

2) Pourtoutn €N
5 n+1

5 n 5 n 5 n+1 5 n 5 1 5 n
-m=1=(g) [1-@) |=@) -G) =@ [-d=<G) >
Pr+1 = Pn 6 [ 6 6/ \6 6 6l 6" \6
Donc (py,) est croissante.
Concretement, plus on lance le dé, plus la probabilité d’obtenir au moins un 6 grandit...
5 4_1_625 671

3) Oncherchen, tel quep,, = 050rp, =1— (g) 1296 = 1296 > 0,5 donc on peut choisirny = 4

4) (pn) est croissante donc pour n = ng, on ap, = pp, = 0,5.
5) Grace a la calculatrice :
ps = 0,598 et pg = 0,665 donc il faut au moins 6 lancers pour que la probabilité d’avoir au moins un 6 dépasse 0,6.
De la méme maniere, il faut au moins 8 lancers pour que la probabilité d’avoir au moins un 6 dépasse 0,8 ;
il faut au moins 13 lancers pour que la probabilité d’avoir au moins un 6 dépasse 0,9 ;
il faut au moins 17 lancers pour que la probabilité d’avoir au moins un 6 dépasse 0,95 ;
il faut au moins 26 lancers pour que la probabilité d’avoir au moins un 6 dépasse 0,99.

Exercice 6

1) Pourtoutn € N, u,, = f(n) avec f la fonction inverse qui est décroissante sur ]0; +oo[ donc (u,,) est
décroissante.
Vp41 — Vp = 0,971 —0,9" =0,9"(09—1) = —0,1 X 0,9" < 0

Donc (v,,) est décroissante.
2) u L l
Pour la suite (u,) : il semble que la limite soit 0. 1
Pour la suite (v,) : il semble que la limite soit aussi 0.
1 Y Y
v, —X U,
vi 22 H T X
V2 x i ﬁﬁ%ﬁﬁ
Vo x
Ve X
i Sy
Vi

0 1 2 3 4 5 6 7

Par ailleurs, il semble que v, = u,, au moins a partir d’un certain rang.
3) u; =1letv; =0,9doncv; < uy.On peut donc choisirng = 1.

4) On suppose qu’il existe un entier q = 34 tel que v, < u,. Alors

_ 1 _ 1 0,9
Vg+1 = 0,991 =0,9% 0,97 = 0,9 X v; < 0,9 X ugoru, = adonc Vg1 < o

0,9 1 09 g-09(q+1) 0,1g-0,9 0,9
De plus, u ——Y === = > 0carg = 34 doncu > =
PUS Ugr1 =7 =051 ™ a(g+1) a(q+1) q at1~ g

. : 0,9
Finalement, on a bien v, < 7 <Ugsq

5) usz4 = 0,0294 et vy, = 0,0278 donc v3, < Uzy.
D’apres la question précédente, on a donc v35 < u3s et de proche en proche, on a v199 < U100 €t V1000 < U1000-




Partie C : Suite arithmétique
Exercice 1

u1=u0+r= u2=

U = Up + 107 = 4 + 30 = [34]
Usp = U + 307 = 4 + 30 x 3 =[94]

Exercice 2
Upo = U + 107 = 763 — 20 = [743]
Upo13 = Up + 20137 = 763 — 2013 x 2 =[—3263

u0=_2

Exercice 3
Uz = Ug + 31 {7=u0+3r Uy=7-3r Uy =7-—3r
s =3 =3
{u7=u0+7r 19=uy+7r {19=7—3r+7r { 4r =12 {r=
Exercice 4
1) u,o=8

U =-uy+2=-8+2=-6
U, =-u;+2=6+2=28
Comme u; — Uy # Uy — Uq, la suite (u,,) n"est pas arithmétique.
2) Pourtoutn € N, u,.; —u, = —5 donc (u,,) est arithmétique de raison —5.

3) Pourtoutn €N
7 7 7 7 7 7
un+1—un=§(n+1)—3—(§n—3) =En+§—3—§n+3=7§
Le résultat ne dépend pas de n donc (u,,) est arithmétique de raison >
4) u0=0 U1=8 u2=18
Uy — Uy # U, — Uy donc (u,) n'est pas arithmétique.

Exercice 5
(uy,,) est arithmétique doncugy + u; + -+ u, = @ X(n+1):
De plus, Uy, = ug + 22r =3+ 22 X 2 =47
Ug + Uy, 3+47
u0+u1+"'+uZ2=TX23= 2 X23=575
Exercice 6
3 1307
Ug7y = Uy +871r =653 — =% 871 = ———
+2 2
Uy +u
Up = Uy + -+ Ugy = ———— - X 872 =

2

Exercice 7

1) Pourtoutn € N:u, =uy+nr = 2+zn
2) g =2+2x40=[52]

3) un=772(:>2+§n=772@§n=770@n=770x§@n=616
Donc il existe bien une valeur de n telle que u,, = 772.

Exercice 8

1+
A=2012 x

2
1+2012 2012 x 2013 x 2013
B=2013XT><2012= >

Comme 2013 < 2014,0n a

2013 2012 x 2013 x 2014
x 2013 =

Exercice 9

1) wy =ug+rdoncfuy =u; —r| Deplus,|u; =u; +7



2) D’aprésl’énoncé :ugy +u; +u, = 8l doncu; —r + uq +uy +1r = 81 soit 3u; = 81.
De plus ug X u; X u, = 18360 donc (u; — 1) X u; X (uy +r) = 18360 soit u; (u? — r?) = 18360 et donc
ud — r2u; = 18360. Finalement, on a bien le systéme

3u; =81
{uf —r2u,; = 18360

3) Avec la premiere équation : u; = 27 et
273 —27r% = 18360 © 19683 — 27r? = 18360 @ r? =49 & r = 7 our = —7
D’apres I'énoncé, la raison est négative doncr = —7.

4) Uy =uy+40r =27 —7 x 40 = |[—=253]

Exercice 10

U =u —retuy, =u; +rdoncuyg+u; +u, =60 U —r+u; +u +r=60 3u; =60 u; =20
Et de plus :

(u; —r)?+u? + (uy +1r)? =1218 © u? — 2ruy +r?2 + u? + u? + 2ru, +r?2 = 1218
©3u+2r2=1218 2r2 =1218-3x20 @r?=9or=3o0ur = -3

D’aprés 'énoncé, la raison est positive donc[r = 3].

Doliug =u; —r =|17]

Exercice 11
1) D’apres I'énoncé, en considérant que (u,) est croissante, U, 1 = u, + 5 pourn delao.
. - L1
(u,,) est donc arithmétique de raison p

. 1
2) Laraison est 3

3)
Uq + Uqg 9
u1+u2+'“+u10=10(:)—X10=10(:)u1+u10=2@u1+u1+9r=2®2u1=2—§
7
Su =—
T
Onadoncu; =— ; Uy = — ; Us = — . Upp = —
17167 27167 37 167 T10 7 46
Exercice 12
1)
_ 2ug _
M 30, |5
2
2uy 2XE 4.5 _1
u2= = = — —_— =
2 + 3y, 2+3X% 5716 |4
2 3 1 2 3
2) uyy—up=c—1l=—-cetu—u =, —-=— donc (u,) n’est pas arithmétique.
3) Pourtoutn €N
_ 1 _2+3un_ 2 +3_1+3_ +3
Vntt S T T o, 2w, 2w, 2 mT2

. o . 3 . 1
Donc (vy,) est arithmétique de raison 3 et de premier terme vy = o= 1.
0

4) PourtoutnEN:vn=v0+nr=1+%n

1
De plus, u,, = —donc
Un

1 2
Uy = =
1_}_%” 2+3n
5) Pourtoutn €N
2 2 _2(2+3n)—2(2+3n+3)_ -6

_ = — = = <0
U1 T =50 B+ 1) 2+43n . (2+3m)(2+3n+3)  (2+3n)(5 +3n)
Donc (u,,) est décroissante.

6) Pourtoutn € N, on a clairement u,, > 0.
2 2+3n 3n
Deplus, uy —1 = —omn = "z4an <0

Doncon a bient u,, < 1.




Exercice 13
1) Pourtoutn €N

vn+1=u121+1=u121+3=vn+3

donc (v,,) est arithmétique de raison 3 et de premier terme v, = 1.
2) Pourtoutn € N:v, =v,+nr=

De plus, par définition, u,, = 0 pourn = 1 doncu, =.,/v, =v1+3n
3) u,=250v1+3n=2501+3n=>50 @nZ? et donc on doit prendren > 17.



