3. Triconométrie

| - Les angles et le cercle trigonométrique

-
< ong
Déﬁnltlon 1:
Dans un repére orthonormé (O; 7', ), le cercle trigonométrique est le cercle de centre O

et de rayon 1, muni d’une orientation. Le sens positif est le sens inverse des aiguilles d’'une montre

La mesure en radians de l'angle géométrique AOM est égale a la longueur de ’arc AM.
On la notera « mes (AOM) ».

On prendra cette unité par défaut, bien qu'’il en existe d’autres (grades et degrés)

180° =7 rd
\

Ex. guidé 1 : Compléter le tableau ci-dessous :

Mesure en degrés | 180 30 45 60 90 360 2
Mesure en radians | Z T m m o T
G 4 3 2 180

Ex. guidé 2 : Retrouver les angles ci-dessous (en radians) par symétries
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257 15 591 —465
Ex. guidé 3 : Placer les angles suivants sur le cercle : ?ﬁ; Tﬁ; 3720°; TW; 5 il

4657

Il - Deéfinition des fonctions trigonométriques

1. Approche en géométrie

P
A\ Formules du triangle rectangle
B
Hypothénuse
. AB  Opp
Opposé sin®) = 3¢ = Hyp
AC  Adj
cos(f) = 5O = Hup
N Adjacent @ AB  Opp
tan(6) = AC = TCZJ
N
4

A

Théoréme de Al-Kashi |

Soient a, b, ¢ les cotés d’un triangle quelconque.

Alors ¢ = a® + b% — 2ab - cosh, si 0 est I'angle entre les cotés a et b.
B
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A\ La formule fondamentale de la trigonométrie

Le théoréme de Pythagore donne AB? + AC? = BC?. On en déduit, en divisant par BC?, un résultat
essentiel :

cos?(0) + sin?(9) = 1 ‘

Ex. guidé 4 : Soit un triangle (ABC) rectangle en A tel que mes(m) = grd. A Taide de ce triangle, calculer

0 s
les lignes trigonométriques de 3 puis en déduire celles de —.

B

triangle équilatéral

1 D
A

— T T m
La somme des angles d’un triangle vaut m . Donc mes (ABC) —r = L On construit par symétrie

par rapport au segment AB le triangle BAD. Alors le triangle BDC' est équilateral ce qui implique que

AC = AD = —BC. Avant de calculer les lignes trigonométriques on observe que les valeurs a obtenir
sont positives. On en déduit

7r
Ex. guidé 5 : Trouver les lignes de 1 a l'aide d’un triangle rectangle isocéle.

A C
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. . AB
On a AC = AB et donc BC? = 2AC? ce qui implique que —— = =

BC  BC
(W>
COS — =
4

1
V2
. T\ 1
Sin 4 —\/i
2.  Approche en géométrie

(Déﬁnition 2:

Considérons-le cercle trigonométrique dans le repére (0,277 j) du plan. Soient M un point du cercle et
0= mes(Oi7 OM). On pose

O cos(f) I'abscisse du point M
O sin(¢) I'ordonnée du point M

O tan(f) = :(l)rslég

. On en déduit que

AC 2
2

pour 6 tel que cos(f) # 0.

— ]
J
M, M| A
\ |
|
y =sin6 Z : tan 6
0 T
— B
0 x = cosf M,

O sin(6 4 2k7) = sin(0) ;
O cos(f + 2km) = cos(f) avec k € Z;
0 sin?(0) 4 cos?(A) = 1 pour tout 6.

\\

p
fg Remarque

% Par similitude on peut montrer que tan 6 est I’'ordonnée du point d’intersection entre la droite x =1 et la
L ¥ droite par OM.
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s N
ﬁRemarque
% Si on considere un cercle de centre l'origine et rayon r, alors les coordonnées de ses points P seront
L ¥ (rcos6,rsinf) ou 0 est Pangle formé entre ’axe des z et la droite par OP. )
s N
ngemarque
% Pour des angles aigus on retrouve les notions de cosinus et sinus données avant dans des triangles rec-
*
L * tangles. )
Ex. guidé 6 : Soit z un nombre réel de Pintervalle [0, 7] tel que cosz = 5 Déterminer la valeur exacte de sin z.
On a cos’z +sin?z =1 = sinz = +1/1 — cos? z.
4
Comme x € [0, 7] alors sinxz >0 et donc sinx = -
15)
~
sin(—f) = —sinf cos(—0) = cosf tan(—0) = — tand
sin(m — 0) = sind cos(m—0) = —cost tan(mr — ) = —tanf
sin(m +60) = —sinf | cos(mr+6) = —cosb tan(m 4+ 60) = tan6
T 0 . T
sin| =——60] = cosf | cos| =—0| = sinf tan | ——60 | = cotf
2 2 2
B i ) s
sin 5—&—9 = cosf | cos §—|—9 = —sinf | tan 5—%—9 = —cotf
\
T
2 T
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3.

Une application : les coordonnées polaires

-

A

Les coordonnées polaires

également par ses coordonnées polaires (r,6).

Un point M du plan peut étre représenté de fagon unique par ses coordonnées cartésiennes (z,y) mais

= (0Oz,0OM)
- o] - v

T =r71cosf
—

y=rsinf J
(0]

\\
Ex. guidé 7 : H Déterminer les coordonnées polaires du point A (\/5, 3) .

r=+z2+y2=V12=2V3
{x:rcos9 {\/32\/3(;%9

1
0 = —
COS 5

y=rsind

Les coordonnées polaires sont donc A =

Il - Des formules importantes
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1. Equations trigonométriques

‘E‘\\%Théoréme 3: Equations de base

g
En utilisant le cercle trigonométrique compléter trouver les solutions des équations suivantes :

O cosx =cosl < x = +60 + 2kn
O sinz=sinf s x=0+2krouzs=m—0+2kr
O tanzx =tanfl < x =0+ kr

\\

T —0+ 2km 0+ 2k~ 0+ 2km

cosf

—0 + 2km

Ex. guidé 8 : Résoudre :

V3

a. COST = —-; b. sin2x:f§.

V3 T m
? a. cosx:7<:>cosz:cos6<:>x::|:6+2k7r;

b. sin2r = — = < sin2e —sin [ - = T i krouc— Ttk
. sSIn x——i(:)s;m T = sIln _6 @x——ﬁ—ﬁ— ,W0u¢—§+ T

Ex. guidé 9 : H Résoudre dans R :  3cos’z — Tcosx + 2 = 0.

. 1
On pose X =cosz. On a 3X2—T7X+2=0s0it X =2 ou X = 3"

1. X =cosx =2 : impossible.

1 1
2. X =cosz = 3 < x = tap + 2km avec k € Z si vy est Uangle dans |0, 7] tel que cosx = 3

Ex. guidé 10 : H Résoudre dans R :  cos(2t — m/3) = cos 57 /6.
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=

T 5 s
109220 S 1. 2t — — = — + 2k f = — e vec 7
%,_? t 3 5 + 2km <=1 12+lm avec k €
5 7
2. 2t—iz——ﬂ+2k7r(:>t:—z+kﬁ7r avec k € Z
3 6 4
2. Calcul des sommes et différences

O cos(a+b) = cosa cosb — sina sinb
O cos(a —b) = cosa cosb + sina sinb
O sin(a + b) =sina cosb + sinb cosa
O sin(a — b) =sina cosb — sinb cosa
tana + tanb
O tan(a+b) = ———
(a+5) 1 —tana tanb
tana — tanb
Ot b)) = ———
an(a —b) 1+ tana tanb
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4. Linéarisation

A Linéariser une expression trigonométrique

§ Linéariser signifie « passer d'une expression composée de produits ou de puissances de sin ou cos en
sommes de ces mémes fonctions. »

sThéoréme 5: Linéarisation

1
O cosa cosb = 5 [cos(a + b) + cos(a — b)]

1
O sina sinb = 5 [cos(a — b) — cos(a + b)]

1
O sina cosb = = [sin(a + b) + sin(a — b)]

Ex. guidé 14 : H Montrer les deux premiéres formules.

On sait que cos(a + b) = cosa cosb — sina sinb et que cos(a — b) = cosa cosb + sina sinb. Si on fait la
somme et la différence membre par membre on a

cos(a + b) 4 cos(a — b) =2 cos a cos b.

cos(a 4+ b) — cos(a — b) = -2 sin a sin b.

1 1
En on déduit : cosa cosb = 3 [cos(a + b) + cos(a — )] et sina sinb = —[cos(a — b) — cos(a + b)].

Exemple 1 : Montrer la troisieme formule.

On sait que sin(a + b) = sina cosb + cosa sinb et que sin(a — b) = sina cosb — cosa sinb. Si on fait la
somme membre par membre on a
sin(a 4 b) + sin(a — b) = 2sinacosb.

2 2

Ex. guidé 15 : H Linéariser cos” z et sin” x.
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On sait que cos(2x) = cos®(z) — sin’(x) et 1 = cos’x + sin z. En effectuant la somme on obtient
1 (22
cos?(x) = 1 cos(22)
o g 2
ﬁ En effectuant la différence on obtient
1 — cos(2z
sin?(x) = 1= cos(2z)
2
Ex. guidé 16 : H Linéariser cos? z - sin .
) 5 14 cos2x 9 . 1 . .
On sait que cos®xz = — Donc cos” - sinz = 3 (sinz + sin x cos 2x).

1
9% g) Or, sina cosb = B [sin(a + b) + sin(a — b)], d’ou

) 1 1

cos“x - sinx = 3 <sin:L' + 3 [sin(z + 2z) + sin(z — 2¢)}> = —(sinz + sin 3x)

|

Exercice Montrer que

1.) 4cos® 0 = 3cosf + cos 30 2.) 4sin® @ = 3sinf — sin 30

'Théoréme 6: Des formules utiles

Expressions rationnelles ¢ Transformation de somme en produit
_ pPTq pP—q
cosp + cosq = 2 cos cos —5—
. . p+q . p—q
. 2t cosp —cosq = —2 sin =—— sin ——
SIna = 1T . . . p+q p—gq
+ sinp + sing = 2 sin cos
cosazl;t2 avec t = tan? = : i) 9 s p—%—q
1+¢2 B sinp — sing = 2 sin cos —
2t
tana = —
Asinz + Bcecosz = A2+ B2cos(z — «)
. A
(ot « tel que tan (o) E)

a. Ces formules seront données en controles

Ex. guidé 17 : H Résoudre : cos @ + cos(6 + 7/3) > 0.

o amy | Grdce a la formule cosp + cosq = 2cos
4 : 2
ﬁ 2 cos (9 + %) cos <g> > 0 c’est-a-dire cos (9 + %) > 0. On obtient alors 6 € };, g { + 2k7, avec

ptq p—q
COS

l'inégalité o étudier équivaut a

ke 7.
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IV - Graphes des fonctions trigonométriques

Encadrement de cosinus et sinus : VO ER —1<cos(f) <1l et —1<sin(0) <1

Représentation graphique des fonctions cosinus, sinus et tangente :

1~

sin(e)

période : 2w

A
v

période :
M1104: Math1 3.Trigonométrie
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Spectre de signaux sinusoidaux

Le spectre d'un signal est la représentation des amplitudes des différentes composantes présentes dans le signal en fonction
de la fréquence.

Spectre du signal sinusoidal x(t) = A sin(wt + ¢)(etdonc aussi du signal x(t) = A cos(wt + @))

»

Amplitude 4
A

»
»

Fréquence

w

21

Le spectre d'une somme de sinusoides est la somme de leurs spectres.

Spectre du signal périodique x(t) = 3cos(10mt) + 6sin (Znt + g) — 4cos(6Tt)

Représentation t 1l
epresen aton empore € Amplitude A
10T 6l
53 -1 0 1 ) 3
-10— 1 3 5 Fréquence

Valeur moyenne, valeur efficaced'un signal périodique

1 ra+T
La valeur moyenne d'une fonction intégrable et T-périodique f, est la valeur donnée par : B fa f(t)dt ou a est un nombre

réel quelconque. La valeur efficace de f est la racine carré de la valeur moyenne de f? : f% f ; T f2 (Hdt
Rappel : Si F est une fonction primitive de f (c'est a dire : F'(t) = f(t) Vt), alors fab f(t)dt = [F()]2 = F(b) — F(a)

Valeur moyenne du cosinus : % fOT cos(wt + @)dt = % [sin (wt + @)]3 = % (sin(wT + @) — sing)
Comme wT = 2, et sinus est 2m-périodique, alors sin(wT + ¢) = sing et :

la valeur moyenne de cosinus est donc nulle, on retrouve ce résultat graphiquement.

cos(2nt) _52 + 7 0 :1 :2 is(2m)+2 s

-1- -2 -1 0 1 2

Soit m, la valeur moyenne du signal périodique f, alors m+k est la valeur moyenne du signal f+k ol k est une constante .
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Arcsinus

40 = Arcsin(x)

LS

Soit xe [— 1;1], on appelle Arcsinus de x et on note
Arecsin(x), 'unique angle 0 € [—g,g} solution de

I'équation : sin(0) =x.
Arcsin(1)= E; Arcsin (QJ = ; Arcsin (_—lj =—ZI
2 2 4 2

Vxe [— 1;1] sin(Arc sin(x)) =X

VOe [— g,g] Arc sin(sin((-))) =0

o4 el
el -

™| =
23

N A

Arccosinus

Soit x e [— 1;1], on appelle Arccosinus de x et on note
Arccos(x), 'unique angle 0 € [0; ﬂ:] solution de I'équation :
cos(0) =x.

2m

Arccos(1)=0; Arccos (_—1) =
2 3

A0 =Arccos(x)  VOe [O;E] Arc cos(cos((-))) =0

Vxe [— 1;1] cos(Arc cos(x)) =X

Arccos| cos S—Tt :5_75 ; Arccos| cos —7—7': =7—n
12 12 8 8

Arctangente

I
A

ST

Soit x€ R, on appelle Arctangente de x et on note
Arctan(x), 'unique angle 0 € ]—g,g[ solution de

I'équation : tan(@) =x.

;. Arctan (— \/§)= -

Arctan(1) = % ;. Arctan (\/E ) =

S
w3

vVx € R tan(Arctan(x)) =x
¥8 € |- 2; | Arctan(tan(8)) = 0

5w T
tan(Arctan112)=112 ; Arctan| tan T =2

Arctan| tan T
16 16

M1104: Math1

3.Trigonométrie 13




Exercices d'application

Exercice 1 Compléter le tableau suivant : (k est un entier relatif : k € Z)

el IR BN PR R R PE I T 13t | 29t | 35m;
12 | 3w ;5w — 20 —— — -— — — km
7)< A 3 4 4 6 3 6

sin ©

cos 0

tan O

. v2-V3 . V3
Exercice 2 La valeur exacte de sin i3 St D > ou bien 2)7 7

Exercice 3 Résoudre les équations suivantes : (cela signifie qu'il faut trouver toutes les
solutions de chacune de ces équations)

1 n 1 : _ -2
1) cos(x) = ) 2) cos(3t +Z) =3 3) sin(x) ——2
4) tan(x) =%§

5) cos’ x)+ sinz(x) =1 (Pythagore)

Exercice 4 Déterminer la période, la fréquence, et la parité du signal f, définis par f (x) =
—12 cos(3x + 5)

Exercice 5 Application de linéarisation (transformation d’un produit en somme)

1) Déterminer la valeur moyenne et la valeur efficace Ugg d'une tension sinusoidale u
définie par u = U, sin (wt + @)
2) Quelle est la valeur moyenne de la fonction f, définie par : f(t) = 10 + 5 sin (3t + E)

3) Linéariser cos(x).cos(2x), puis en déduire la valeurde : | = [ OT[ cos(x).cos(2x) dx
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Exercice 6 Transformation d’une somme en produit et application et résolution d’équation

1) Simplifier cos(a+b)-cos(a-b), et en déduire la formule suivante :

cos(p) —cos(q) =2 sin(p—;qj sin(%) .

Exercice 7

1) Soit f(t) = a. cos(wt) + b. sin (wt), déterminer A>0 et ¢ tels que :

f(t) = A.cos(w.t + @).
2) Exprimer sous la forme précédente les fonctions suivantes, puis en déduire leur

amplitude.
f1(t) = cos(t) + sin(t) et f(t) = cos(t) - sin(t) et f3(t) = cos( (Dt)+\/§ sin( Mt)

Exercice 8 Montrer que:

1.) 4cos®§ = 3cos + cos 36 2.) 4sin® @ = 3sin f — sin 36
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